1. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Opakovéani — matka moudrosti, sestra biflovani

Optimaliza¢ni metody se zabyvaji studiem a aplikaci linearntho programovani. Nez se do néj pustime,
bude se ndm hodit oprasit znalosti z jinych pfedméti, jako tieba:

Linearni algebra

PRIKLAD PRVNI Vyfteste Gauss-Jordanovou eliminaci nésledujici systém rovnic:

rT+2y+3z2+w=0
2e+4y+z2+2w=0
r+2y—2z24+w=>0
52 =0
ReSeni. Vyjde nam z = 0 a 2 + 2y + w = 0 ihned po dvou krocich.

PRIKLAD DRUHY Vyfeste grafickou metodou nésledujici systém nerovnic:

T+y+z2>2

r+y+2<2
r+2y—2<10

x>0

y=>0

z>0

Naleznéte specidlné ta feSeni, ktera maximalizuji proménnou z, resp. y, resp. 2.

Napovéda: Resenim grafickou metodou prosté myslime ,nakreslete mnozinu feseni uréenou polorov-
inami na papir a rozhodnéte, jestli je neprazdna (systém nemé feSeni), jednobodové, omezena nebo
neomezena.“ ReSeni. Vyjde to tak, Ze cela kladna ¢ast nadroviny = + vy + z = 2 je cela obsazena v
poloroviné x + 2y — z < 10 a tedy je jednoduché maximalizovat jednotlivé slozky. Vzdy vyjde (2,0, 0)
a analogicky.

Algoritmy a datové struktury

PRIKLAD TRETI Naleznéte minimalni s, t-fez pro nasledujici ohodnoceny orientovany graf:

ReSeni. Vyuziji dualitu min-st-Fez a max-st-tok jak to znaji z KG I. najdu tok a fez velikosti 6.

PRIKLAD CTVRTY  Mgé&jme problém VERTEX COVER, zadany nasledovné:
Vstup: Neorientovany graf G.



Hleddme: mnozinu vrchola X takovou, Ze kazda hrana e € E(G) ma alespon jeden koncovy vrchol v
mnoziné X. Ze vsech takovych mnozin X hledame tu co do velikosti minimalni.

Naleznéte 2-aproximacni algoritmus pro VERTEX COVER.

Reseni. Napitklad vezmu maximalni parovani a dam oba koncové vrcholy do coveru. V&imnu si
ze optimélni cover musi pokryvat, alesponn jednu partitu max péarovani a tedy nejhure dvakrat tak
Spatné Teseni. To, Ze je moje mnozina cover je jasné, pokud nepokryté hrana, tak jsem mél najit
vétsi parovani.

Ve skutec¢nosti mi staci libovolné maximalni parovani, protoze beru oba vrcholy. Miizu to tedy udélat
i hladové.

Kombinatorika a grafy

PRIKLAD PATY Méjme neohodnoceny bipartitni graf G; a neohodnoceny libovolny graf Gs.
Jakym algoritmem najdeme maximélni parovani v G17 A v G527 Zkuste si vzpomenout na rozumné
algoritmy pro oba tyto problémy, a kdyz se podaii, tak i na jejich slozitost.

Reseni. Pro Gy pouziji toky, hledam maximalni tok v grafu s piidanym univerzalnim zdrojem a
stokem. Kapacity v8eho nastavim na 1. Pro¢ to bude max parovani? Tak kdyby existovalo vétsi
parovani, tak jsme oba vrcholy nepouzil a tedy umim vytvofit vétsi tok. Naopak tok mi popisuje
parovani, nebot pfesné nasycené hrany v (G pfes které tok prochazi dam do parovani a to nemohou
byt dvé sousedici. Musim dat ale pozor na celociselnost. Tu zajistim naptiklad tak, ze vzdy vyrabim
pouze nasycené vylepsujici cesty. Trivialni implementace bude tedy v ¢ase O(|E||V|). Jedna iterace
projde max vSechny hrany a iteraci je max |V|, neb v kazdém kroku se zlepsim alespon o 1.

Koukal jsem jestli neexistuje lepsi implementace a umi se dle wiky O(|V|*37%) a pro ridké grafy
10

O(|E[7)

Pro G se umi Edmondsiv kytickovy algoritmus. netrivialnf analyzou se ziska ¢as O(|E||V|2).

Formulace LP.

PRIKLAD SESTY Pekarna pece chleby, housky, bagety a koblihy. K upeceni jednoho chleba
potiebuje pil kila mouky, 10 vajec a 50 g soli. Na jednu housku je zapotiebi 150 g mouky, 2 vejce
a 10 g soli. Na bagetu potfebuje 230 g mouky, 7 vajec a 15 g soli. Na jednu koblihu je tfeba 100 g
mouky a 1 vejce. Pekdrna mé k dispozici 5 kilo mouky, 125 vajec, a pil kila soli. Za jeden chleba
ziskd pekarna 20 korun, za housku 2 koruny, za bagetu 10 korun a za koblihu 7 korun. Pekirna se
snazi vydélat co nejvice. Jak ale zjisti kolik chlebii, housek, baget a koblih mé upéct?

ResSeni.

max 20x, + 2z, + 102, + Txy,

500z, + 150z, + 230z, + 100z, < 5000 // mouka
10z, + 22y, + Tap + a3, < 125 // vejce
502, + 10x, + 15z, < 500 // sul

vysledek: b = 0, xc = 0,zh = 0, zk = 50

PRIKLAD SEDMY

Cast 1. Mé&jme systém linearnich nerovnic, ktery obsahuje i ostré nerovnosti, kupf. tento:



ox 4+ 3y < 8
20 — 52 < =3
6z + 5y +2w=>5
3z+ 2w > 5
x, Yy, 2z, w >0

Lze pomoci linedrniho programovani zjistit, zda takovyto systém ma piipustné feseni?
Cast 2. Muzeme tedy fesit linearni programy s ostrymi nerovnostmi? Obecné ne. Jako piiklad
zkonstruujte ,,LP s ostrymi nerovnostmi®, ktery:

e mé (trivialni) koneény horni odhad na hodnotu optima,

e ma pripustné reSeni a

e nema optimélni reseni.
Toto se pro linearni program nemuze stat — pokud je LP omezeny a existuje piipustné feseni, tak
také existuje optimalni feSeni.

ResSeni. Cast 1. Pifidame proménnou € a tu maximalizujeme, ¢ili max e s.t.

or 4+ 3y < 8

20 —5z+¢e¢ < =3
6z + 5y + 2w =5
3z4+2w—e>5

x, Y, 2, w, e >0

Pokud soustava nemé TeSeni, feknu, ze ani pivodni neméla. Pokud soustava ma optimélni feSeni s
e = 0, tak ptvodni TeSeni také nema. Jinak soustava feseni ma.

Reseni vzorového piikladu podle Wolframu: w =5/2,2 =0,y =0,z > 3/5.

Cast 2. maxzs.t. 2 < 1,2 >0.

PRIKLAD OSMY Mé&jme LP v nestandardnim tvaru: max ¢’z takové, ze Az < b, ale x € R™,
ne pouze xr > 0. Je mozné tento program pievést na ekvivalentni program ve standardnim tvaru t;j.
max d! 2’ takové, ze A’z <V a x’ > 07?

Reseni. Pouzijeme pozitivni a negativni proménné: z* > 0 a 2~ > 0. Kazdy vyskyt  nahradime
jednim vyskytem z* — 2. Asi je dobré pfi feSeni zminit, Ze se poc¢et optiméalnich FeSeni muze zvétsit,
ale to nevadi.



