2. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Formulace LPcéek a IPéek

Reseni. Na tabuli: Dopravni problém poprvé, tok v siti.

PRIKLAD PRVNI S pomoci znalosti z prednasky rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:

e Kazda tuloha LP (polynomiélni velikosti) je Fesitelna v polynomialnim case.

e Kazda uloha IP (polynomialni velikosti) je NP-tézka.

e Kazdou tlohu LP muzeme prevést na ekvivalentni tvar, ktery v podminkach obsahuje pouze
rovnosti.

e Pokud tloha LP nemé maximaliza¢ni klauzuli, jde ji pfevést na rovnicovy tvar a vyTesit
Gaussovou eliminaci.

Reseni.

e Tohle by méla byt pravda, profesor to uz fikal i na prednasce.

LP je polynomialni, byl to dlouho otevieny problém. Simplexova metoda je exponencialni, ale
elipsoidova a Karmarkarova metoda vnitintho bodu jsou polynomialni.

e Nepravda, napiiklad IP jde zakédovat max. parovani, které vyfesSit umi jinym algoritmem.
Jednodussi je to ale ukazat ,,podvodem®, ¢ili vygenerovat IP polynomiélni velikosti, ktery se
da tesit z hlavy.

Typicky jde o to, ze LP relaxace nékterych ILP prolémt maji vSechny vrcholy celoc¢iselné
(bipartitné parovéani). Vazené parovani obecnych grafi ma vsechny body "polocelociselné" (tak
tomu myslim fikal Kolman), tedy z {0, 1, %}" Ale vhodnym postupem se daji zcelo¢iselnit.

e Pravda, pokud se mluvi o podminkach typu Az < b a ne ,samozrejmych podminkach“ typu
x > 0 (ty upravit nejdou).

e Nepravda; na prvni pohled by se zdalo, ze by to pravda byt mohla, ale neni, protoze Gaussovka
si neni schopna poradit s podminkami typu z > 0 — muze vam najit reseni, ktere ma zaporne
promenne, a neni jak ho premenit na nejake, ktere by melo vsechny promenne kladne.

PRIKLAD DRUHY Pro kazdy zadany problém navrhnéte linearni nebo celociselny program,

vvvvvv

e (Dopravni problém jinak.) V Kocourkové je n pekaren a m obchodi. Kazdy den i-ta pekarna
upece p; rohlikli a j-ty obchod prodéd o; rohlikii. Pfevoz jednoho rohliku z i-té pekarny do
J-tého obchodu stoji ¢;; korun.

Jenze! Praxe v Kocourkové ukézala, ze kdyz i-ta4 pekarna zésobuje j-ty obchod, tak musi pro
tuto trasu zajistit logistiku, kterd je stoji l;;. Logistiku /;; je nutné platit pouze tehdy, kdyz
i-t4 pekarna zasobuje j-ty obchod nenulovym poc¢tem rohliki, a jeji cena nezavisi na poctu
pievazenych rohliki. I nadéle je nutné platit prepravné c;;.

Naleznéte takovou distribuci rohlikii, aby se kazdéa pekarna zbavila vSech rohliki, kazdy obchod
ziskal (prave) potiebny pocet rohliki a celkové naklady na pievoz byly miniméalni.

e (Prokladani ptimkou.) Mame n boda v roviné. Najdéte pfimku (resp. soufadnice piimky),
ktera minimalizuje sumu verikalnich vzalenosti bodi od vysledné primky. Vertikalni vzdéalenost
je vzdalenost mérena pouze na ose y.

Pro jednoduchost predpokladejte, ze vysledné primka neni kolma na osu x.

e (Nejkratsi cesta.) Pro zadany neohodnoceny orientovany graf G a dva vyznacené vrcholy s, t

navrhnéte linearni program, ktery spocita délku nejkratsi cesty z s do t.

Reseni. Pitklady jsou oddéleny v repozitari pitkladi, tedy vkladam sem jednotliva feseni.

e (Dopravni problém jinak) Pocet rohliki, které se z i-té pekarny prevezou do j-tého obchodu,
je x;; > 0. Pro i-tou pekarnu musi platit Zj x;j = p; a pro j-ty obchod musi platit ). x;; = p;.



Minimalizujeme naklady na pievoz, tj. min ZZ ; CijTij-
Musi platit ekonomicka rovnovaha ) . p; = > ;05 Tato podminka je postacujici, protoze pop-
sany polyedr je omezeny a pripustné feseni lze nalézt hladové.
Pridame nové proménné y;; € {0, 1}, které budou rovny jedné prave, kdyz z;; je nenulové. Cilova
funkce je min Z” CijTij + lijy;;. Spravnou hodnotu proménné y;; zajisti podminka p;y;; > ;5.
e (Prokladani primkou) Pfimka je zadéna jako y = az + b a body (z;,y;). Vektikalni vzdalenost
je |(az; +b) — y;|, tedy proménné budou vzdélenosti d;, a a b, minimalizujme jejich sumu a
podminky jsou —d; < (ax; +b) —y; < d;. Bylo by dobré zminit, k ¢emu to je a pro¢ nam neavdi
predpoklad nekolmosti, popt jak ho odstranit. Naptiklad prehozeni os, ¢i epsilon perturbaci...
e (Nejkratsi cesta) Zorientuju graf a budu posilat tok 1 z s do ¢t. Tedy proménné z,, pro hrany
uv, minimalizuji ) . Tuy (coZ je hledana délka cesty) za podminek, ze vystupni tok je nejvys
vstupni, pro v8echny vrcholy vyjma s a t. Pro ¢t musi byt rozdil vstupu a vystupu alespon 1.

PRIKLAD TRETI Méjme zadanou matici A, vektor b a linearni funkci f. Z nich muzeme
postavit tfeba tento celociselny program C":
max ¢!
Az <b
z e {0,1}"

Miizeme z nich ale postavit také nasledujici linearni program L:

max CTLU

Ax <b
z e [0,1]"
Predpokladejme, Ze oba programy jsou reSitelné. Pojmenujme jedno optimalni feSeni celociselného
programu x ¢, a jedno optimélni feSeni linedrniho programu x7 . Dokazte, Ze plati nasledujici nerovnost:

ResSeni. Plati hned z toho, ze feSeni celoc¢iselného programu je pripustné feseni linearniho programu.

PRIKLAD CTVRTY  NP-tézky problém VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI je zadany nésledovné:

Vstup: Neorientovany graf G s nezapornymi realnymi vahami na vrcholech, zadanych funkei w :
V(G) - RS.

Cil: Najit podmnozinu vrcholi S takovou, Ze kazda hrana e € E(G) méa alespon jeden koncovy
vrchol v S (fikdme, Ze vrchol pokryje tuto hranu, odtud vrcholové pokryti).

Ze vech takovych podmnozin S hledame tu, kterd ma nejmens? vahu, ¢ili nejmensi soucet > o w(s).

Navrhnéte celo¢iselny program s proménnymi x € {0,1}, ktery najde optimalni feSeni problému
VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI.

ReSeni. Proménné z, pro vrcholy, v patif do pokryti < z, = 1. Minimalizujeme Y vey W(V)T, za
podminek x, + x,, > 1 pro vSechny vw € FE.

PRIKLAD PATY Minule jsme na cviceni ukazovali 2-aproximaci nevazeného vrcholového
pokryti. Zkuste vymyslet, jak vyuzit pfedchozich dvou ptikladi k tomu, abychom nasli 2-aproximaci
problemu VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI.

ResSeni. Vezmeme teseni LP z predeslého cviceni a to zaokrouhlime nésledovné: Vsechny x, >
% zaokrouhlime nahoru, ostatni doli. Tim jsme prispévek kazdé proménné k celkové vaze nejvys

zdvojnasobili, a protoze LP nikdy nema horsi optimum nez IP, je to 2 aproximace.



PRIKLAD SESTY Student Josef K. dostal na cviceni z Optimalizace zadany tkol:

Navrhnéte celociselnyj program pro problém obchodniho cestugiciho, ¢ili pro dany ohodnoceny graf
G = (V,E,f), kde f : E — R{, chceme najit Hamiltonovskou kruznici s nejkratsi délkou.

Josef K. navrhuje nésledujici feSeni:

»Pro kazdou hranu wv méame proménnou z,, € {0,1}, cilova funkce je min)_ . f(uv)x,, a pro
kazdy vrchol v mame podminku Zz‘|ui6E Tyi = 2.%

Funguje feseni Josefa K.? Pokud ano, zduvodnéte, pokud ne, zduvodnéte a jesté vymyslete lepsi.
ReSeni. Pifpustnym feSenim mize byt i mnozina disjunktnich kruznic, které pokryvaji viechny
vrcholy. Pro spravné feSeni musime pfidat podminku ) - Buclvgy Tuv = 1 pro kazdou vlastni
podmnozinu vrchola U. Druha moznost je IP | zorientovat® a pridat pro kazdy vrchol (realnou &
celo¢iselnou) proménnou u, a podminky u, > u, + nx,, — (n — 1) pro vSechny hrany vyjma hran
z jednoho vrcholu ven.

PRIKLAD SEDMY

1. Naleznéte matici A € Z™*" se vSemi ¢isly mezi [—10, 10] takovou, ze Gaussova eliminace (prevod
na trojuhelnikovou matici) v néjakém kroku nebo na konci vytvori ¢islo velké exponencialng,
¢ili Q(2m).

2. Mejme celociselnou matici B € Z"*" se vSemi ¢isly v intervalu [—k, k|. Zkuste vymyslet odhad
na velikost dvojkového zapisu determinantu matice B. Je velikost zapisu tohoto ¢isla v dvojkové
soustavé polynom, nebo exponenciela v n?

3. Z predndsky: Navrhnéte, jak lze zajistit, aby Gaussova eliminace byla opravdu polynomialnii
tedy i ve velikosti ¢isel na vstupu.

Reseni. http://www.cs.bu.edu/faculty/gacs/courses/cs530/lectures/exact-Gauss.pdf

Moje prozatimni porozumneéni jest: Zékladem je lemma, které vyjadii vSechny mezivysledky jako podil
néjakych determinantii podmatic. O determinantech vime, Ze maji polynomialné ¢islic. (Pfesnéji pro
A celociselnou matici |det A| < n!K™, kde K je maximum z absolutnich hodnot prvkia A.) Staci tedy
pocitat se zlomky a prubézné kratit. To je ale z praktického hlediska zbyteéné pomalé, takze ukazuji
néjaky chytrejsi zptsob, jak nekrétit vSechno. Dalsi varianty jsou: Pocitat na fixni pocet desetinnych
mist a nakonec zaokroulit — musi se upocitat kolik jich potiebuji, a nevim jak to funguje, kdyz
chci Fesit rovnici, ne jen pocitat determinant (pokud mé matice plnou hodnost, tak asi Crameovo
pravidlo, ale jinak?). Dalsi moznost je poc¢itat modulo prvocislo, které je vétsi nez nejvétsi ¢islo, co se
ve vypoctu miZe objevit (resp. vice prvocisel tZ. jejich soucin je dost velky, vysledek pak zrekonstruuji
dle Cinské véty o zbytcich).


http://www.cs.bu.edu/faculty/gacs/courses/cs530/lectures/exact-Gauss.pdf

