1 Optimalizac¢ni metody

Vznik ve 40. letech, motivace valeénd logistika, pozdéji teorie her (von Neumann), ekonomie.

Kombinatoricka optimalizace
e nejkratsi cesty v grafu
e miniméalni kostry

e parovani v grafu

toky v siti

(problém obchodniho cestujictho)

(vrcholové pokryti)

Linedrni (matematické) programovani

e studium soustav nerovnic a jejich reSeni

e optimalizace TeSeni za podminek uréenych soustavou nerovnic
Napln prednasky

e teorie linedrntho programovani (dale LP), mnohostény

e vztah LP a kombinatorické optimalizace

e simplexovd metoda, dalsi algoritmy

e parovani v grafech

e celoc¢iselné programovani

e pouziti LP pro tézké tlohy

e matroidy

Soustava nerovnic optimalizujeme feSeni rovnice omezené soustavou nerovnic
e jedno feSeni
e vic FeSeni
e 7adné feSeni - zadné pripustné feSeni

o z4dné feSeni - ucelova fce neomezend

e rovnice/nerovnice

e proménné nezaporné/obecné



Prevody

rovnice — nerovnice e substituce (opatrné)

e Ax=b > Ax<b; Ax>Db
nerovnice — rovnice Ax<b —+ Ax+z=b;2>0

obecné proménné — nezaporné proménné x — x" —x ; x", x>0

2 Linearni programovani

2.1 Patero motivaci

obcas stane, Ze si urcity podproblém svého velkého algoritmu predstavi jako systém nerovnic.
Dobrym piikladem jsou tieba geometrické tlohy v pocitacovych hrach — kolize objektu,
testovani, je-li mi¢ v poli nebo mimo, a tak dale.

Linedrni programovani, kterym se v predmétu budeme néjakou dobu zabyvat, je pravé
(a pouze) Feseni linedrnich nerovnic — a diky velkému zdjmu o tento obor v poslednich 50
letech méme jako informatici k dispozici spoustu dobrych knihoven, které nam staci pouzit a
muzeme nasi soustavu vyfesit pfimo, bez nutnosti jiného popisu.

Mohu-li to vyslovit, je to pravda. Toto zvolani je jadrem velké ¢asti filozofie matematiky
— pro¢ je tak snadné vyslovit tvrzeni, ale tak tézké najit jeho dukaz? V informatice mame
podobny problém: jak je mozné, Ze existuji ulohy tak snadno popsatelné, ale s tak slozitym
feSenim — nebo mozné s zddnym polynomidlnim feSenim?

Problém takto zdsadni vyzaduje zasadni feSeni, a jedno Salamounské se nabizi: zakdzat
lez. Vytvorime jazyk, ve kterém vyslovit tvrzeni znamend vyslovit dikaz, a vyslovit problém
znamen3, vyslovit algoritmus!

Linedrni programovani jako jazyk opravdu lhét zakazuje. Jakmile popiSete sviij problém
pomoci linedrniho programu, uz méte zaruceno, ze je polynomialné fesSitelny. Dokonce je
P-tuplné, coz znamend, ze kazdy polynomialné feSitelny problém v ném vyjadiit jde.

Prestoze je LP takto filozoficky ¢isté, nechceme tim fici, Ze je dokonalé — nékteré poly-
nomiélni problémy se v ném vyslovuji opravdu tézko. Jak se s timto filozofickym problémem
potykaji matematici, muzete najit napiiklad v knize Homotopy Type Theory.

Snadné ovéfeni optimality. Predstavte si, ze vam GPS navigace oznami nejkratsi cestu
z Prahy do Olomouce. Cesta to bude jisté dobra, ale jakou mate jistotu, ze bude nejkratsi?
Budete si asi muset najit nejkratsi cestu sami a pak porovnat jejich délky.

Kdyby ale navigace misto nejkratsi cesty feSila soustavu rovnic, dukaz optimality je snadny
— navigace mi predlozi feseni, tak ja zkontroluji, ze kazda rovnice je splnéna.

Linedrni programy predstavuji zlatou stiedni cestu — problémy jako nejkratsi cesta jdou
popsat pomoci LP, ale dany model (linedrni program) umoziuje snadnou kontrolu optimality,
podobné jako v soustavé rovnic.

Maximalni X je minimalni Y. Slavna Ford-Fulkersonova véta fika formuli v nadpisu,
kde za X dosadime ,tok“ a za Y ,fez“. Pokud znate teorii linedarniho programovani, tak je
dukaz této véty klasicky trividiné trivialni. Co vic, linedrni programovani (a teorie matroidu)



popisuje rozsdhlou mnozinu problému a struktur, jejichz zasadni vlastnosti je, ze maji snadno
nalezitelny dudl, ktery dava smysl.

Aproximace pomoci LP. Uz jsme zminili, ze linedrni programovani je P-tplné. Jeho
blizkym ptibuznym je celoc¢iselné programovdni, které mé podobné vlastnosti jako LP, avSak
je N P-tuplné. Pokud véfite jako my, ze P # NP, pomohou vam znalosti z teorie linedrniho
programovani k tomu, jak stavét dobré aproximac¢ni algoritmy k N P-tézkym problémum.
Obcas stac¢i jen zménit celoéiselné proménné za redlné a zaokrouhlit!

2.2 Uloha linearniho programovani

Linedrni programovani je jen feSeni soustavy linedrnich nerovnic s tim, Ze chcete maximali-
zovat néjaké proménné. To je vse! Opravdu:

Definice 2.1. Uloha LP (ve standardnim tvaru) je optimaliza¢ni tloha s cilem maxi-
malizovat ¢’'x za podminek Ax < b (porovnani po slozkéch) pies x € R™ pro A € R™*",
b e R™, ccR™

Znacenti:

n pocet proménnych

m pocet podminek

Terminologie:

téelova funkce cl'x

pripustné feSeni x spliujici Ax < b

optimum pifpustné x s maximalni hodnotou ¢’x

nepripustna tloha LP neexistuje piipustné feSeni
neomezend tiloha LP existuje pifpustné fedeni s libovolné velkou hodnotou ¢’'x

Definice 2.2. Uloha LP v rovnicovém tvaru je optimalizaéni tloha s cilem maximalizovat

cTx za podminek Ax = b pres x € [0,00)" (ve svété LP muizeme psit x > 0).

Vztah mezi linearni algebrou a LP

lin. algebra lin. programovani

soustavy rovnic soustavy nerovnic
nad obecnym télesem nad R

feSeni: afinni prostory feSeni: mnohostény
Gaussova eliminace simplexovd metoda
hodnost, dimenze, ...  dualita



Dopravni problém Mdme néjaké zdroje a néjaké cile. Z kazdého zdroje se dd dojet do
kazdého cile, piepravit jednotku zbozi mezi zdrojem ¢ a cilem j stoji ¢; j, zdroje maji kapacitu
(a;), cile pozadavky (b;).

minimalizuj g ciTj Tij

i’j
pro x>0
za, podminek inj < q Vi
J
> b Vj

E Tij
i
piipadné x; ; € N (celociselné programovani).

Uloha celoé&iselného programovéani (IP - integer programming) je optimalizaéni tiloha
s cilem maximalizovat ¢’x za podminek Ax < b, x € Z".

SmiSené celociselné programovani (MIP - mixed IP) nékteré proménné € Z, nékteré €
R

Binarni celo¢iselné programovani x € {0,1}"

Hledani nejkratsi cesty je dan orientovany graf s cenami hran c., e € G; s, t vrcholy,
hledame nejkratsi cestu z s do t.

minimalizuj Z Cele
pro z. € {0,1}
za podminek Z:cuv — Z Touw = —1 prov =s
u u

= +1 prov =t
= jinak (Vv € V — {s,t})

[an}

Bellman-Ford y, délka nejkr. cesty s — v

maximalizuj vy — ys

za podminek Yy, — Yy
Ys

Cyy Pro vsechny hrany uwv
0

A

Forduv algoritmus nastavi vzdédlenosti na nekonecna a pak opravuje hodnoty, pokud jsou
poruSené nerovnosti.
Belmannuv déla totéz, v poradi které zaruci polynomialni ¢asovou slozitost.

Diikaz: (1) pripustné feseni — y; < délka nejkratsi cesty (2) existuje pripustné reseni y; =
délka nejkratsi cesty viz dukaz Bellman-Forda

Dualita s programem vyse.



3 Priklady

3.1 Vrcholové pokryti

Je dén neorientovany graf G = (V, E), vrcholové pokryti je podmnozina vrcholu U C V
takové, ze kazd4 hrana z E je incidentni aspon jednomu vrcholu z U. Zavedeme proménné
pro vrcholy ,, jejich hodnota je bud 1, pokud je vrchol v ve vrcholovém pokryti, nebo 0,
kdyz ne. Celoc¢iselny program:

minimalizuj Z Ty
veV
pro x¢€ {0,1}"
za podminek  x, +x, >1 V{u,v} € F

Podminky =z, + x, > 1 nam zaruci, ze kazda hrana bude pokrytda vrcholem a vybér
proménnych z {0,1} zase celociselnost. LP relaxace této ilohy:

minimalizuj Z Ty
veV
pro 0<z,<1
za podminek  z, +z, > 1 (Vu,v){u,v} € E

Problém je, ze optimélni feseni této LP relaxace nemusi (a pravdépodobné také nebude)
optimalnim feSenim ptvodni tlohy celo¢iselného programovani. Navic proménné budou redlna
¢isla mezi 0 a 1.

3.2 Nezavisla mnozina

Je dén neorientovany graf G = (V, F), nezavisla mnozina je podmnozina vrcholu U C V
takovd, ze Zadné dva vrcholy z U nejsou spojené hranou. V celo¢iselném programu opét
pouzijeme proménné pro vrcholy. z, je rovno 1, pokud v patii do nezavislé mnoziny, 0 jinak.

maximalizuj Z Xy
veV
pro x € {0,1}"
za podminek  z, +x, <1 (Vu,v){u,v} € FE

Podminky z, + x, < 1 zarucuji, ze do nezdvislé mnoziny se mtze dostat nejvyse jeden z
vrcholt incidentnich kazdé hrané. LP relaxace by se provedla jako u vrcholového pokryti.

Podobné mizeme modelovat i dalsi grafové problémy, linedrni programovani je vhodné zj.
pro ty, kdy jsou omezujici podminky lokalni (tedy ne napt. TSP, kde je problém zajistit
souvislost).

3.3 Minimalni perfektni parovani v bipartitnim grafu

Na vstupu mame bipartitni graf G = (U, V, E) |U| = |V| =n, E C U x V, G ma perfektni
parovani, a vahovou funkci w : £ — R(J)r . A hleddme perfektni parovani M C FE takové, ze
Y ecar w(e) je minimdlni.



V celociselném programu tentokrat zvolime proménné pro hrany:

minimalizuj Z w(e)ze
eek
pro xe€{0,1}"

za podminek Z Ty =1 YueU
veV
Z Tuw =1 YveV
uelU

Podminky zajisti, ze do kazdého vrcholu v U i V vchézi pravé jedna hrana tedy, ze se
jednd o perfektni parovani. Piimo dostaneme i LP relaxaci této tlohy:

minimalizuj Z w(e)ze
ecek
pro x>0

za podminek Z Ty =1 YuelU
veV
Z Tww =1 YveV
uelU
Tady uz nam podminky nezajisti perfektni parovani. Muze se stdt, ze napi. dostaneme
vrchol stupné 2 takovy, ze proménné pro hrany jemu incidentni budou mit obé hodnotu 0.5
nebo dokonce 0.9 a 0.1. Nagtésti pro bipartitni grafy plati nasledujici véta.

Véta 3.1. Méjme vazeny bipartitni graf G = (V, E) a celo¢iselny program odpovidajici hleddni
minimdlniho perfekiniho pdrovani v G, pak existuje optimdlni teSeni x LP relaxace, které
zdroven splriuje x € {0,1}™.

Dukaz. Pokud graf nemé perfektni parovani, pak neexistuje ani piipustné feSeni, neni tedy
co dokazovat. Naopak kdyz graf mé perfektni parovani, pak optimélni feSeni existuje, protoze
pripustnd fFeseni tvoii kompaktni mnozinu (je omezend, protoze 0 < x < 1). Vezmeme tedy x
optimalni feSeni LP relaxace s minimalnim poctem necelo¢iselnych proménnych.

Vybereme podmnozinu hran E' = {e € E | z. € (0,1)}. Tvrdime, ze graf G’ indukovany
hranami z E’ neobsahuje vrcholy stupné 1, kdyby totiz takovy vrchol mél, tak ten by musel
byt celociselny, protoze plati podminky z LP, tady spor s vybérem hran do E’

Dale tvrdime, ze v G’ existuje cyklus C C E’, coz plyne z predchoziho. A protoze je G
bipartitni, tak |C| = 2k (C je sudé délky). Hrany v cyklu ocislujeme C' = ey, €9, ..., €.

Zvolme jiné TeSeni y a néjaké malé redlné ¢ takto:

Te+€ €1,€3,...,€2k—1
Ye = Te — & €2,€4,...,€2k
Te jinak

Mame stéale piipustné feseni? Protoze ke kazdému vrcholu jednou € pfi¢teme a jednou od
néj odecteme, tak suma zustane stejna. A protoze x. pro hrany z C jsou z ostrého intervalu
(0,1), tak pro dostatetné malé € bude platit i podminka 0 < z, < 1.



Jak to zméni ucelovou funkei?
=0

Swe)e =Y weae te( Y wlee— Y. wle)r)

ecE ecE sudé ecC liché eeC

Protoze x je optimdlni, musi byt vyraz ve svorce 0, jinak bychom mohli vhodnou volbou
kladného nebo zaporného e zlepsit optimum.

Pro maximalni e takové, ze y je piipustné feseni, plati pro nékterou hranu e € {ey, ..., e},
ze ze € {0,1}, tedy x ma méné necelo¢iselnych slozek. Postup opakujeme, dokud nejsou
vSechny x. celociselné.

O

4 Nastroje linearni algebry

Abychom pronikli alesponn kousek pod povrch teorie linedrniho programovani, musime se
presunout do svéta linedrni algebry. Souvislost téchto odvétvi neni jen v prvnim slovu jejich
nazvu, a da se zjednoduSené popsat takto:

,Linedrni nerovnice je nadrovina,
jeji mnozina feSeni je poloprostor,
prunik poloprostort je konvexni mnohostén,
a linearni programovani je hledani bodu uvnitft.“

4.1 Afinita

Kazdy student linearni algebry se setkd s pojmy linedrni nezdvislost, linedrni kombinace,
linedarni obal, linedrni (vektorovy) prostor dimenze k, a dalsi. V tomto textu je opakovat
nebudeme.

Pojem, ktery vSak zopakujeme (uz proto, Ze se ob¢as vynechdvd), je afinita. Afinita je
pojem vznikly z nutnosti — pfimka neprochdazejici pocatkem je stejnd jako ta prochézejici
pocatkem, tak proc jen jedna z nich je vektorovy prostor dimenze 17 Jakmile se oprostime od
ukotvujicitho bodu 0, dostavame afinitu.

Definice 4.1. A je afinni prostor, pokud A = x + L pro néjaké x € R", L vektorovy
podprostor.

Definice 4.2. Afinni obal mnoziny X C R" je prunik vSech afinnich prostora A takovych,
7e X C A.

Definice 4.3. Afinni kombinace bodu z X je bod (vyraz) apag+...+agay, kde k € N a; €
X, o4 ER,ZO@ =1

Véta 4.4. Afinni obal X je roven {apag + ...+ agag | k€ Nja; € X, € R,>a; =1}

Definice 4.5. ag, ..., a; jsou afinné nezavislé, pokud neexistuji netrivialni ag,...,ar € R
(tj. ne vSechny = 0) tak, ze aapg + ...+ agar =0a y a; = 0.

Pozorovani 4.6. ag,...,a; afinné nezdvisle pravé tehdy, kdyz a; — ag,as — ag,...,ar — ay
jsou linedrné nezdvislé



Definice 4.7. Dimenze mnoziny X C R” je dimenze afinnitho obalu X.

Pozorovani 4.8. Dimenze mnozZiny X je mazximdlni d takové, Ze v X existuji afinné nezdvislé
body ap,...,aq.

4.2 Konvexita

Definice 4.9. X C R" je konvexni, pokud pro vsechna x,y € X a t € [0, 1] plati tx + (1 —
t)y € X (s kazdymi dvéma body je v X i tisecka mezi nimi).

Definice 4.10. Konvexni obal X C R"” je definovan jako prunik v8ech konvexnich mnozin
obsahujicich X:
conv(X) = ﬂ{C’ | C je konvexni a X C C'}.

Definice 4.11. Konvexni kombinace bodu z X je (bod nebo vyraz): apag + ... + ajag,
kde k € Nja; € X, o, >0, oy = 1.

Pozorovani 4.12. Pokud viechny body x € X spliuji nerovnici a’x > b, pak i libovolnd
konvexni kombinace bodu z X spliuje tuto nerovnici.

Diikaz. Sec¢teme nerovnice s dosazenymi body s pfislusnymi koeficienty. O

Pozorovani 4.13. Pokud vSechny body x € X jsou v konvexni mnoziné C, pak i libovolnd
konvexni kombinace bodi z X je v C.

Dukaz. Opakované pouzijeme definici konvexity. O

Véta 4.14. Konvexni obal X, conv(X) je roven mnoziné vsech konvexnich kombinaci' Y =
{ozoao+...+ozkak ‘ keNa e X, a; > O,Zai = 1}.

Diikaz. Kazdé konvexni mnozina C' O X obsahuje Y podle pfedchoziho pozorovani. Tedy
prunik vsech takovych C' obsahuje YV, tedy Y C conv(X).

Pro opaé¢nou inkluzi sta¢i uvédomit si, ze mnozina Y je konvexni. To plyne z toho, ze
konvexni kombinace z konvexnich kombinaci bodu z X je sama konvexni kombinaci bodu z
X. Zjevné X C Y, a konvexits Y tedy znamend, ze Y se vyskytuje mezi mnozinami C v
definici conv(X). Pak ale conv(X) C Y. O

Véta 4.15 (Carathéodory). Necht X C R", dim X = d. Pak conv(X) = {apag+ ...+ agaq |
a; € X,Oéi > O,ZOJZ' = 1}

Diikaz. Necht x € conv(X) lze zapsat jako konvexn{ kombinaci x = apag+. ..+ agag, a; > 0,
>y tak, ze k je minimdlni.

Pokud k < d, pak je x zjevné i konvexni kombinace d prvku, mame hotovo.

Pokud k > d, pak ag,...,a; jsou afinné zavislé, tedy existuji 5; > 0 tak, ze Bpag + ...+
Brar = 0, > B; = 0, ale pro négjaké i, 8; # 0, mezi (; jsou tedy kladnd i zadpornd ¢isla. Déle
vezmeme vy maximalni takové, ze (Vi)(yf5; + a; > 0). Takové éislo bude existovat, protoze
mnozina 7, ze které vybirdme, je neprazdna (obsahuje v = 0), omezend (protoze nékteré [;
je zadporné) a uzaviend (dand neostrymi nerovnostmi)

k
> (1B + i) ai =x

=0 >0



Vidime, Ze je tato kombinace konvexni, nezapornost mame diky vybéru « a plati Y (vy5; +
a;)=1,toplynez > a;=1a) B =0.

Dale diky maximalité v bude existovat i tak, ze v3; + o = 0, tedy x lze vyjadrit jako
konvexni kombinaci méné bodu. O

5 Konvexni mnohostény

Definice 5.1. Nadrovina v R” je mnozina véech x takovych, ze {x € R" | al’x = b} pro
aceR" a#0,beR.

Definice 5.2. Poloprostor v R" je mnozina viech x takovych, ze {x € R" | a’x < b} pro
aceR" a#0,beR.

Definice 5.3. Konvexni mnohostén (polyedr) v R"™ je prunik koneéné mnoha poloprostort.
Omezeny konvexni mnohostén se také nazyva polytop.

Véta 5.4 (o oddélovani). Necht C,D C R"™ jsou uzaviené, konvexni a disjunktni a C je
omezend. Pak existuje nadrovina {x | alx = b}, kterd siln¢ oddéluje C a D, tj. takovd, Ze
CC{x|alx<b}aDC{x]|alx>b}.

Dukaz. Vezmeme ¢ € C, d € D tak, ze jejich vzdalenost (||c — d||) je minimélni. To udélame
tak, Ze vezmeme néjaké d’ € D a protoze C' je kompaktni, tak obsahuje nejvzddlenéjsi bod
od d’. Tento bod ozna¢me jako ¢’, vzdélenost ||c’ — d’|| ozna¢me jako o a mazeec||c — /||
oznacme jako (3. Uvazujme kouli se stifedem v ¢’ a s polomérem a+ /3, jeji prunik s mnozinou D
bude tedy kompaktni podmnozina D a ze dvou kompaktnich mnozin uz dokdzeme vybrat dva
nejblizsf body ¢ a d. Potom oznatme a =d —c a b= a’ (¢59). Pak a’d — a’'c = ||a|> > 0
a tedy plati
alc <b<ald.

Z toho, ze ||c — d|| je minim&ln{ plyne, ze pro vSechna ¢” € C a d” € D plati
alc” <alc<b<ald<ald,
a dokazali jsme existenci silné oddélujici nadroviny. O

Véta 5.5 (Minkowski-Weyl). Necht X C R", pak X je omezeny konvexni mnohostén prdvé
tehdy kdyz existuje V.C R™ tak, Ze V je konecénd a X = conv(V).

Dikaz. ”=": indukei podle dimenze X (oznacme jako d)
(i) dim(X) <0 plati (kdyz | X| =1 tak zvol V := X))

(ii) Necht A je afinni prostor dimenze d, A O X. Pak nerovnice z popisu X oznaéime
jako al'z < b;. Kdyz R = {zlal'z = b;} 2 X, tak ozna¢ime X; := X N R. Potom
dim(X;) = dim(R N A) < d — 1 (toto plati, protoze kdyz je jeden afinni prostor ostte
obsazen v druhém, pak ma mensi dimenzi). Vezméme kone¢nou mnozinu V; takovou, ze
X; = conv(V;). Pak hledand mnozina V je V := J; Vi. Abychom dokazali, ze toto plati,
musime dokazat, ze Vx € X : x € conv(V'). Zvolme piimku p tak, ze z € p, p C A. X je
omezend, proto musi na pfimce p existovat body x’ a x” které nejsou v X. Zvolime Z:

(a) vezmeme prvni i takové, ze alz < b; a al'z’ > b,



T

(b) za T vezmeme nejblizsi bod k x takovy, ze z € p a a; T = b.

Z zvolime analogicky pro j-tou nerovnost.
Nyni plati z € X;, T € X, tedy Z € conv(V;), z € conv(V;) a « € conv({z,z}). Z toho
plyne, ze x € conv(V).

b2 @77:

Plati, ze Vz|x ¢ conv(V) existuje oddélujici nadrovina, tj. existuji & € R", a # 0,3 € R tak,
zealz>pavweV:alv<p

Dale plati:

(*) Pokud z, ..., zx spliuji nerovnost = konvexni kombinace ji také spliuji.

(**) Pokud x spliiuje nerovnosti = spliiuje i jejich nezédporné linedrni kombinace.
Oznacime Q = {(g) la e [-1,1]",8€ [-1,1],Yv € V : aTv < ﬁ}, tedy plati ze Q je omezend
a Q je konvexni mnohostén. Pro kazdé (g) € @ plati:

o — 1< <1 Vi

e —1<p5<1

o ofv; <p Vv, €V neboli viTa —pB<0
Zvolime W takové, ze @@ = conv(W), a chceme dokédzat, ze

X ={a|v(3) € W:alz <8}

Kdyz toto dokdzeme, tak vime, ze X je prunik kone¢né mmnoha poloprostoru.

"C”: V C X z definice Q (diky (*) a (**)), tedy conv(V) C X.

7D”: cheeme dokdzat, ze kdyz x ¢ X tak existuje takové (gﬁ) € W, ze a’z > B. Pokud
z ¢ X, pak platf 3 (g) €Q:alz> B a toto (g) je konvexni kombinact (g;) € W. Tudiz
existuje (gg) € W takové, ze aTxz > B; (diky (*%)). O

6 Mnohostény

6.1 Sténa mnohosténu

Definice 6.1. Nechf P je konvexni mnohostén a ¢ € R™,t € R. Jestlize Vo € P : ¢'x < t
adx € P: clez =t pak mnozinu {z|c'z = ¢} nazyvdme teénd nadrovina, mnoziny
{z|c"z =t} N P, § a P nazyvame sténami P. Sténu F, pro kterou plati F' # P a F # (),
nazveme vlastni sténa.

Definice 6.2. Vrchol P je sténa dimenze 0.
Hrana P je sténa dimenze 1.
Faseta P je sténa dimenze dim(P) — 1

Véta 6.3. Prunik stén P je sténa P.

Dikaz. Na cvicenich. O
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Véta 6.4. Necht P je konvexni mnohostén, V. mnoZina vrcholi P.
Pak x € V < x ¢ conv(P \ {z}).

z je extremdlni bod

Navic, pokud je P omezeny, tak P = conv(V).

Dikaz. (Pro V omezené)

Vo := minimélni mnozina (vzhledem k inkluzi), ze P = conv(Vp)
Vewt := {x € Plz ¢ conv(P \ {z})}

Idea dikazu: VC Vet SV CV = Ve =Wy

V C Veyr Sporem, volime z € V, 2z ¢ Vot
Z definice vrcholu z € P,z =t aVo € P\ {2} :clz <t
2 & Vegt = z € conv({x1,...xx}) = spor, z neni vrchol.
—_——

CP\{z}

Vert € Vo Sporem, volime z € Ve \ Vo
z € P =conv(Vpy) C conv(P \ {z}) spor

Vo C V Pouzijeme Vétu o oddélovani
z € Vo, D :=conv(Vy \ {z}); {2} a D jsou disjunktni uzaviené konvexni mnoziny. Tedy
podle véty o oddélovani méme ¢, r takové, ze Ve € D:cla <raclz>r
Zvolime t := Tz, pak platiVe € D : cTw < r < t
atedy A = {x|cl'z =t} je teénd nadrovina, tedy Vo € Vp: clo <taVor € P:clo <t
Tvrdime: AN P = {z}, necht 2/ € AN P; 2 # z, pak
2 eagrr 4. 4 aprr + gz, kde 21 .oz € Vo \ {2}, a; >0, >y = 1.
A z=ap<1=TFi:q; >0

cTatl <t -]
chi <t Q;
CT$k <t -y
'z = -

'z <t spors volbou 2/

Véta 6.5. Sténa stény je sténa
Necht E C F, F sténa konvezniho mnohosténu P. Pak E je sténa F < E je sténa P.

Diikaz. <= E = PN A, kde A je te¢nd nadrovina.
FNA=PNA=F

= (pro P omezené)
F definovéno F :={z € P|c"'z =t} aplatiz € P:clx <t.
Jelikoz E je sténa F, E={x € F|dz =r}aplatiz € F: dlz <r.
Vezmeme rovinu A, = {z|d'z + ac’z =r + at}, plati Va > 0: E C 4,

11



V vrcholy P

Ve e V\E d'z+actz <r+at
Vee F\E d'z+aclz<r+at
Vee P\ F ch<t,aledTm§r

Zvolime dostatecéné velké a, pro kazdé x existuje vhodné, vezmeme nejvétsi.
Vee P\E:d"z+ac’z <r+at

O
Konvexni mnohostén <— piipustna feseni LP
sténa mnohosténu <— mnozina optimalnich FeSeni p¥i maximalizaci ¢’
7 Minimalni popis mnohosténu
Megjme neprazdny konvexni mnohostén zadany nasledujicim popisem:
P={xeR|Ax=b' AA"x<D"} (1)

tj. pomoci m’ rovnic a m” nerovnic. Zajimé nés, kdy je takovy popis nejjednodussi mozny,
tedy v néjaké ,normdlni formé“, a jak takovy popis souvisi s geometrickymi vlastnostmi
mnohosténu.

Definice 7.1. Popis (??7) je minimalni popis mnohosténu P pokud (i) nemuzeme vynechat
zaddnou rovnost nebo nerovnost bez zmény P a (ii) nemuzeme zménit zddnou nerovnost na
rovnost bez zmény P.

Minimalizovat ¢ast popisu s rovnicemi umime minimalizovat pomoci linearni algebry. Ma-
li soustava linedrnich rovnic feseni, muzeme vzdy vybrat rank(A’) nezdvislych rovnic a ostatni
vynechat. V minimdlnim popisu tedy plati rank(A") = m’.

Prvni pozorovani ukazuje, ze dimenze P je ddna pouze systémem rovnic.

Pozorovani 7.2. Necht z € P spliiuje A"z < b (tj. v kaZdé nerovnici plati ostrd nerovnost).
Pak

e dim(P) =n — rank(A4’)

o 7z nelezi v Zadné vlastni sténé P.
V minimdlnim popisu P navic takové z existuje.

Diikaz. Necht L je afinni prostor definovany soustavou rovnic A’x = b. Necht ¢ > 0 a
B ={x e L | |[x—z|] <ce} jekoule v L sestiedem z a polmérem e. Protoze z spliuje
v8echny nerovnosti ostie, pro dostatecné malé € > 0 je B C P. Koule B mé dimenzi stejnou
jako L, tedy n — rank(A’), protoze v ni muzeme najit odpovidajici pocet afinné nezavislych
bodu. Napiiklad tak, ze vezmeme béazi piislusného vektorového prostoru a jejich malé ndsobky
pricteme k z.

Pokud z lezi v nadroviné R, kterda neobsahuje celé P, pak v kouli B najdeme body na
obou strandch nadroviny R. Proto R neni tetnd nadrovina a nedefinuje sténu. Bod z tedy
neni v zadné vlastni sténé P.

V minimélnfm popisu pro kazdou nerovnici existuje z() € P, takové, ze Az < V.
Vezmeme z tézisté téchto bodu, tj. z = n}u' ZZ; z(). Plati, ze z € P, protoze z je konvexn{
kombinaci bodu z P. Navic kazdd nerovnost plati ostie, protoze pro jeden z bodu plati ostie.

O
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Véta 7.3. V minimdlnim popisu (??) nerovnosti odpovidaji vzdajemné jednoznaéné fasetam
mnohosténu P.

Diikaz. Ozna¢me R, = {x € R" | A/x = V/} a F; = PN R,. Tedy F; je podmnozina P
definovana tak, ze itou nerovnici nahradime rovnici.

Nejprve ukazeme, ze F; je faseta. Protoze nadrovina R; odpovidd puvodni nerovnosti, je
to tetnd nadrovina a F; je sténa. Z minimality popisu plyne, Ze je to vlastni sténa. Popis F;
md m’ + 1 rovnic a m” — 1 nerovnic. Stejné jako v Pozorovdni?? najdeme bod z € P, ktery
spliiuje vSechny nerovnosti ostie. Hodnost matice rovnic je nevyse m’ + 1 a podle prvni ¢dsti
pozorovani dim(F;) > n — (m’ +1) = dim(P) — 1. Z minimality popisu plyne, ze F; je vlastni
sténa a tedy to je nutné faseta. Navic vybrany bod z nelezi v F; pro j # i, tedy nerovnice
definuji razné fasety.

Zbyvé dokdzat, ze kromé Fj; neexistuji dalsi fasety. Nechf F' C P je faseta. Tvrdime, Ze
existuje i tak, ze F C Fj. V opaéném pifpadé by pro kazdou nerovnost existoval bod z() € F,
ktery itou nerovnost spliuje ostfe. Jejich tézisté z = % ;’;//1 z() € F a spliuje vSechny
nerovnosti ostie, coz je podle pozorovani spor s tim, ze F' je vlastni sténa. Pokud F' C Fj, tak
F' je vlastni sténa F; a tedy dim(F') < dim(F;) — 1 = dim(P) — 2, coz je spor s tim, ze F je
faseta. Je tedy F' = Fj. 0

Dausledek 7.4. Pokud dim(P) = n, tak existuje jediny minimalni popis P aZ na ndsobky
Nerovnic.

Diikaz. Afinni prostor dimenze n — 1 je dén jedinou rovnici. O
Dausledek 7.5. Kazdd vlastni sténa mnohosténu je prunikem faset.

Dukaz. 7 dikazu véty vime, ze kazda vlastni sténa je obsazena v néjaké faseté. Tento posup
iterujeme, v kazdém kroku zménime jednu nerovnici na rovnici. Tedy pouzivame jen tecné
nadroviny odpovidajici nerovnicim. Vysledek je roven pruniku mnohosténu se vSemi fasetami
odpovidajici nerovnostem pouzitym pfi iteraci. O

8 Simplexova metoda

Nyni si ukdzeme praktickou metodu na feSeni uloh linedrniho programovani.

Definice 8.1. Bazické pripustné feSeni linearniho programu je takové piipustné feSeni,
které spliuje n linedrné nezavislych podminek s rovnosti. (Po¢itdme vsechny rovnice, tésné
splnéné nerovnice a tésné splnéné podminky nezédpornosti.)

Budeme pracovat s maximaliza¢ni iilohou linearntho programovani v rovnicovém tvaru:

maximalizuj ¢’x

pro x>0
za podminek Ax=Db
kde A € R™*" b € R™ a ¢ € R". Navic budeme pfedpoklddat, ze soustava rovnic méa feseni
a ma minimélni pocet rovnic, tj. rank(A4) = m.

Oznacéime Ax = A,x podmatici A se sloupci indexovanymi X pro X C {1,...n}.
Upravime Ax = b tak, ze Ag = I,,,. Tento stav si budeme udrzovat.

13



Definice 8.2. Baze je mnozina indexu proménnych B C {1,...n} takova, ze Ap je reguldrni.
(= Béze mé spravny pocet prvkua rank(Ap) = rank(A).)

Definice 8.3. Bazické feSeni je feseni odpovidajici bézi B, tj. ze x; = 0 pro i ¢ B.
Definice 8.4. Pripustna baze je takovd, ze odpovidajici bazické feseni je piipustné.
Pozorovani 8.5. Bdzickd reSeni jsou prdvé vrcholy mnohosténu pripustnijch resent.

Dukaz. Z miniméalniho popisu mnohosténu. O

Lemma 8.6. Necht x je pripustné reseni a K je mnozina K = {i | ; # 0}. Pak x je bdzické
prdavé tehdy, kdyz Ax md linedrné nezdvislé sloupce.

Dikaz. = trividlni (K C B)
<: Ag mé |K| < m nezavislych sloupct, A mé m linedrné nezéavislych sloupcu a podle
véty o vyméné doplnime K na bazi B. O

Definice 8.7. Simplexova tabulka urcend bazi B je soustava m + 1 linedrnich rovnic pro
proménné xq, . ..T,, z, kterd ma stejna feseni jako Ax = b, z = ¢’ x.

Zapisujeme a znac¢ime zp = p + Qzy, kde N jsou vSechny nebdzické proménné (N =
{1,...,n}~B), z = 2+ 7"z a matice koeficientti u zp je I,,. Kde p € R™, Q € R™*(n—m),

20 €R, r e R*™™.
Pozorovani 8.8. Bdze B je pripustnd (= odpovidajici reSeni je pripustné) < p > 0.
Pozorovani 8.9. Reseni odpovidajici piipustné bdzi B je optimdini < r < 0.

Pozorovani 8.10. (V bdzi B) p = Al_glb, Q= —A;AN, 20 = chl}lb, r= cN—(ch;;lAN)T

Dikaz. Ax = b upravime na A;Ax = A]_glb, x rozdélime na zp a N, z = clo = CEIB +

c;{,xN = cg . (Aglb - AglANxN) + c]:C,:UN = c:gA]glb + (c]@ — CEA]_;AN) - ITN- O

Lemma 8.11. Pokud je uloha v rovnicovém tvaru omezend a pripustnd, pak md optimdlni
bazické resent.

Dukaz. Ke kazdému feSeni existuje bazické feSeni se stejnou nebo vyssi hodnotou ucelové
funkece. O

8.1 Pivotovaci krok

Méjme bézické proménné B = {j1, ... jm }, nebdzické proménné N = {ly,...l,_n}. B’ je novd
béze tak, ze B’ = BU{l;} ~ {Jjs}

Vstupujici proménna: [; takova r;, > 0 (z nich vybereme pomoci pivotovaciho pravidla).

Vystupujici proménna: g5 < 0 a —% je minimdlni z —% proi € B, gi < 0.

prrava tabulky: Pievedeme vstupujici proménnou z;, vlevo a dosadime, nebo to popiSeme
formalné - tedy prictenim —% - ¢+ nasobku stého radku k itému.

Pokud neexistuje vstupujici proménna: = konec, B dava optimalni feSeni.

Pokud neexistuje vystupujici proménna: = konec, ale tiloha je neomezena.

Pivotovaci pravidla:

e maximalni r;, (Dantzig)
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e Spocitat maximalni vyslednou hodnotu ucéelové funkce, tedy maximélni zg, coz ale muze
byt naroc¢né.

e Uzit kompromis: nejstrméjsi hranu: spocitdme si maximalni ¢! - ZBOVE —L stare__ "1 qe
||z nové —x staré ||’
“x nové” zvolime napiiklad takové, ze x;, = 1. Tento postup je prakticky, protoze

vétsinou trva maly pocet kroku.

¢ Blandovo pravidlo: Vybereme nejmensi mozny ptipustny index [; a k nému vybereme
nejmensi mozny index js. Tento postup necykli.

. . . . C ., . ) Qs (n—
e Lexikografické pravidlo: Vezmeme si ¢, kandidata na vstupujici proménnou: (gi , ‘Z;j e %
S S S

a vybereme t s lexikograficky nejmensim vektorem. Tento postup necyKli.
e [; vybereme ndhodné mezi témi, které muzeme pouzit.
Hledani pocéatecniho resSeni:

maximalizuj ¢!z

pro x>0
za podminek Az =b

Pomocnd tloha: tiprava takova, aby b bylo nezadporné, pak:

maximalizuj  —(Tp41,- .- Tntm)

pro Z>0,%¢€R"™

za podminek Az = b, A e R™ M) 4 — (A|L,,)
(0,...0,b1,...by) je bazické feseni Az = b
(21,...2,0,...0) feSeni pomocné tlohy = Feseni puvodni lohy.

9 Dualita linearniho programovani

Ziskdme dudlni proménné y; pro kazdou primarni podminku A;. (i-ty fddek A):

n
Y; € R pro Zai]‘l‘j =b;
j=1

n
yi >0 pro Zaijﬂcj <
j=1

Dudlni podminka pro kazdou primdrni proménnou z;:
m
Zaijyi =c¢; pro z; €R
i=1
m
Z a;;y; > ¢j pro x; > 0,pokud primarni maximalizuje
i=1

m
Z aijy; < c¢; pro xj > 0,pokud primarni minimalizuje
=1
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Uéelové funkee

m
min Z biy; pokud primérn{ je max ¢’z
=1
m
max Z biy; pokud primarni je min ¢!z
i=1
Pozorovani 9.1. Dudlni LP k dudlnimu LP je pivodni LP.
Piiklad 1. Specialni piipady pro a € R™*" ¢ € R", b € R™:
max clz min  bly
(P) seR" (D) y>0
Ax <b ATy =¢
_ max ' _ min bl'y
P) z=0 D) y=0
Az <b ATy > ¢

Véta 9.2 (slabé o dualité). Necht  a y jsou pripustnd veieni (P) a (D) pak ¢’z < bTy.
Diikaz.

y" Az <y"b 2 (P),y>0

ylar=c'z 2z (D)

Véta 9.3 (o dualité). Pro dlohy (P) a (D) nebo (P) a (D) nastdvd jedna z moznosti:
e ani (P) ani (D) nemd pripustné resent,
e jedna z nich je neomezend a druhd neptipustnd,
e (P), (D) maji pripustné reseni pak existuji optimdlni veseni x* a y* a plati: T x* = bl y*.

Pozn: soustava rovnic Az = b md 7eseni < ATy a bTy < 0 nemd resend.

10 Farkasovo lemma

Lemma 10.1 (Fourier-Motzkinova eliminace). Pro soustavu nerovnic Az < b, kde x € R",
lze ziskat soustavu AT < b, kde T € R"™! fesi soustavu AT < b prdvé tehdy, Tesi-li x soustavu
Az <b. Navic x; =z; proi € {1,...,n— 1}.

Dikaz. O

Véta 10.2 (Farkasovo lemma pro nerovnice). Necht A € R™*" a b € R". Soustava Ax < b
md Fesentd prdvé kdyz neexistuje y € R™ tak, e y >0, ATy =0 a b’y < 0.
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Dukaz. Jestlize existuje feSeni x a zaroven pozadované y, pak seCteme nerovnosti soustavy
Ax < b s nezdpornymi koeficienty y. Formalné 0 = yAx < y'b < 0, a dostdvame spor.
Dokazali jsme tedy implikaci, ze pokud soustava Ax < b ma feSeni, tak pozadované y neex-
istuje.

Pro dikaz opac¢né implikace predpokladame, ze soustava Ax < b nem4 feSeni a najdeme
pozadované y. Postupujeme indukci podle n.

Pro n = 0 neexistence feSeni znamend, ze soustava obsahuje nerovnici 0 < b; s b; < 0.
Zvolime y; =1 ay; =0 pro j # 1.

Pron < 1 nejprve upravime soustavu do vhodného tvaru. Bez ijmy na obecnosti predpokladame,
ze nerovnice maji u x, koeficienty a;, € {—1,0,1}. Toho muzeme dosdhnout pfendsobenim
jednotlivych nerovnic 1/|a;n| (pro ai, # 0) a tato transformace nezmeéni existenci y, protoze
jednotlivé y; naopak prendsobime |a;y,|. Navic predpokldddme, ze fadky matice jsou sefazeny
dle znaménka v poslednim sloupci. Je-li A matice A bez posledniho sloupce a % vektor x bez
posledn{ slozky, muzeme pak soustavu oznacit (S1) a pro vhodné m’ a m” psét takto:

AZ‘*}_(—FXnﬁbi i:1,...,m/
Ai*}_(—xnﬁbi izl—i—m’,...,m”
Az*igbz izl—l—m”,...,m,

Kombinaci fadku pomocné soustavy vytvofime novou soustavu (S2):

(Az*—l—ﬁj*)igbl—l—bj izl,...,m’, jzl—l—m’,...,m”
Apx < b izl—l—m”,...,m,

Plan dukazu je takovy, ze ukdzeme, ze pokud (S1) nem4 Feseni, pak ani (S2) nem4 Fesen,
pak z indukéniho predpokladu existuje y’ pro soustavu (S2) a konecéné z tohoto y’ zkonstru-
ujeme y pro soustavu (S1).

Pro prvnf krok dokézeme opacnou implikaci, tedy z feseni x’ soustavy (S2) zkonstruujeme

feSen{ soustavy (S1). To udéldme tak, ze zvolime x; = bfa, proi =1,....,n—1 a x, =
min;e gy, py(bi — AuxX’). Prvni skupina nerovnic (S1) plati, nebot z, < b; — Aux’ podle
volby . Zaroven existuje ¢ € {1,...,m'} takové, ze x, = b; — A;X/, tuto rovnost muzeme

pro kazdé j € {m’+1,...,m"} odeéist od nerovnice v (S2) A;.+A;.)%X < b;+b;, ¢fmz ziskdme
Aj.X —x, < bj a tedy i druhd skupina nerovnic (S1) plati. Tret{ skupina nerovnic (S1) plyne
z (S2) trividlné.

Pro posledni krok ditkazu necht existuje y’ pro soustavu (S2). Vektor y’ uddva nezdpornou
kombinaci nerovnic (S2), ktera vede ke sporu. Vzhledem k tomu, ze kazda nerovnice (S2) je
sou¢tem dvou nebo jedné nerovnic (S1), snadno ziskdme spor také jako nezdpornou kombinaci
nerovnic (S1); koeficienty této kombinace jsou pozadovany vektor y. Postupujme ted o néco
presnéji. Vektor y’ md slozky odpovidajici nerovnicim (S2), tedy jednak slozky y;; pro kazdou
dvojicii = 1,...,m" aj=1+m/,...,m" a jednak slozky y. pro kazdé i = 1 +m”,... , m.
Zvolime y takto:

m/l
/ . !/
yi = Z Vijs pro t=1,....m
j=m/+1
m//
R / - / 1 "
yj = Yij pro j=m+1,....,m
i=1
/ L "
Yi=Y; pro t=m" +1,...,m.
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Neni tézké ovérit, ze kombinace nerovnic (S1) s koeficienty y dava stejnou nerovnici jako
kombinace nerovnic (S2) s koeficienty y’. Podle predpokladu je to nerovnice dévajici spor. []

Véta 10.3 (Farkasovo lemma). Necht A € R™*" q b € R". Soustava Ax = b md nezdporné
FeSent prdveé kdyz neezistuje y takové, ze ATy >0 a zdrover y'b < 0.

Diikaz. Pouzijeme Farkasovo lemma pro nerovnice na ekvivalentni soustavu 2m + n nerovnic
A’x < b’ danych takto.

A b
A/ _ _A e R(2m+n)xn b/ — | —p
-1, 0

Soustava Ax = b mé nezdporné reseni praveé kdyz A’x < b’ m4 feSeni. Jestlize soustava
nem4 feseni, pak existuje y > 0 takové, ze ATy =0 a b’y < 0. Z néj zkonstruujeme y tak,
Ze vezmeme y; = y; — Yi , Proi=1,...,m. O
Véta 10.4. Necht Ax < b md reseni. Pak kazdé teseni Ax < b spliuje cI'x < § prdavé kdyz
existuje y > 0 takové, ze ATy =c ably < 4.

Dukaz.

"« ..y dava koeficienty, kterymi ndsobime nerovnice Ax < b, dostaneme c¢’x < b’y < §
?=" .. neexistuje y = najdu feseni Ax < b nespliiujici ¢c’x < §

Neexistujey > 0a A > 0:

ATy =
iy +x = 6

T~ N

Podle Farkasova lematu existuje z, u: Az +bu >0, > 0c’z +6pu <0

o >0
X = —1g
i
Ax <
c'x > 4
o =0
xp feseni Axg < b (1)
Az > 0 )
cl'z < 0
X = x9g—M-z

z (i) a (ii) vyplyva: Ax <b
Pro M > 0 dostdvame c¢x = ¢! - xg — McT -z —
(pro libovolné ¢ vzdy najdu dostatecné velké M) O
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10.1 Dualita

Oznaéme si specidlni piipady tloh LP (a tlohy k nim dudlni):

maximalizuj ¢lx minimalizuj bly
(P) pro xeR" (D) pro y>0
za podminek Ax <b za podminek ATy =c¢
maximalizuj c’x minimalizuj by
(P) pro x>0 (D) pro y>0
za podminek Ax <b za podminek ATy > ¢

Véta 10.5 (o dualite). Pro (P) a (D) [(P)a(D)] plati jedna z moznosti:
(1) (P) i (D) jsou nepripustné

(2) Jedna je neomezend, druhd nepripustnd

(8) Existuji optima x* ay* 1loh (P) a (D) sphiugici c'x* = bTy*

Diikaz. Necht (P) ma fegeni, § = sup{c’x | Ax < b,x € R"}

Slab4 véta o dualité: § < b’y pro kazdé piipustné feseni (D)

Pokud § < 0o, tak podle Véty 2. existujey > 0: ATy =c, by <6

Takze y je optimalni feseni (D). O

Piiklad 2. kdy pfipad (1) muze nastat:

maximalizuj x2 + x3 minimalizuj —y; — Y2
za podminek 1 < —1  dudita za podminek y; —y2 >
—z < -1 yz > 1
Tog—x3 < 0 Y3 > 1

Véta 10.6 (o komplementarité). Nechtf x a'y jsou pFipustnd veseni (P) a (D). Pak jsou obé
optimdini prave kdyz:
(*) (Vj € {1,...,m}(y; =0V aPx = b)) (a9 je j-ty Fddek a)
Necht x a'y jsou pripustné veseni (P) a (D).
Pak jsou obé optimdlni <= plati (*) a (**)

(%) (Vie{l,....,n})(z; =0V Z;nzl QY5 = Cj)

Diikaz. Pro (P) a (D):

y'b—cl'x=yT.(b—- Ax) = >y (b— a¥x) >0 ...rovnost nastiva <= plati (x)
Pro (P) a (D):

yib—clx=y'b - yTAx + yT'Ax —cIx =y! - (b — Ax) + (y'A—cT)-x >0 ...rovnost
nastavd <= plati (x) a (sx). O
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